FUNCTIA INJECTIVA

DEFINITIE. O functie f: A — B se numeste functie injectiva ( sau simplu injectie)
daca orice element din B este imaginea prin f a el mult unui element din A, ceea ce-I
echivalent cu faptul ca pentru orice y € B ecuatia f (x) =y are cel ,ult o solutie x € A.

Altfel spus, functia f este injective daca si numai daca doua elemente diferite oarecare din
A au imagini diferite in B prin f, adica

VX x2€ A
f este injectiva < = f(x1) # f(x2)
X1=X2
V x.x,€ A
f: A — B este injectiva < [ = X=X
f(x1) = f(x2)

Aceasta ultima echivalenta va fi utilizata pentru a proba ca o functie este injective.

Pe diagrama cu sageti o functie este injective daca in fiecare element al codomeniului ajunge
cel mult o sageata.

Utilizand graficul unei functii, se poate stabili daca functia este injective ducand prin fiecare
punct al codomeniului o paralela la axa Ox. Daca aceasta taie graficul in cel mult un punct,
functia este injective.

Pentru a arata ca o functie f: A — B nu este injective este sufficient sa aratam ca exista
doua elemente x;, X, € A, X; # X, pntru care f(x;) = f(x2).

OBSERVATIE. f este injectiva < f(X - Y) = f(X) - £(Y), YX,YC A

EXEMPLU. Sa se arate ca functia f : R - R, f(x) = 3x este injectiva. Fie x,,
X2 €R pentru care f (x1)= f (x2). Avem achivalenta 3x1=3x2, deci x1=x;, de
unde rezulta ca f este injectiva.

FUNCTIA SURJECTIVA

DEFINITIE. O functie f: A — B se numeste functie surjectiva ( sau simplu surjectie),
daca orice element din B este imaginea prin f a cel putin unui element din A, ceea ce-I
echivalent cu faptul ca pentru orice y € b ecuatia f (x) =y are cel putin o solutie x € A.

Altfel spus, functia f este surjectiva <> V' y € B, 3x € A astfel incat f(x) =y.

f: A — B este surjectiva < f (A) =B, adica Im f = B.




Pe diagrama cu sageti o funtie este surjectiva daca la fiecare element din B ajunge cel putin
0 sageata.
Graficul unei functii poate preciza daca functia este surjectiva. Daca orice paralela la Ox
dusa printr-un punct al codomeniului taie graficul in cel putin un punct.
O functie f: A — B nu este surjectiva daca existay € B astfel incat Vx € A, f (X) #y.
EXEMPLU. Functia f : R R, f(x) = 3x este surjectiva, deoarece V y €R, 3 x €R a.l.
fx) =y < 3x=y < x=y/3.

FUNCTIA BIJECTIVA

DEFINITIE. O functie f: A — B se numeste functie bijectiva ( sau simplu biejctie), daca
este atat injective cat si surjectiva.

Altfel spus functia f: A — B este functie bijectiva <V y € B, 3! x € A astfel incatf(x) =
y. Simbolul 3! Inseamna “exista si este unic”.

Pe diagrama cu sageti o functi este bijectiva daca in fiecare element al codomeniului ajunge
exact o sageata. Se mai spune despre functia bijectiva ca este o corespondenta “one to one”
(“unu la unu”).

O functie numerica data prin graficul sau este bijectiva daca orice paralela la ax Ox dusa
printr-un punct al codomeniului taie graficul in exact un punct.

EXEMPLU. Functia f: R— R, f(x) = 3x este bijectiva.

INVERSABILITATE
FUNCTIA INVERSA

Daca f: A — B este bijectiva, atunci pentru orice element y € B exista exact un element x

din A astfel incat f(x) =y, ceea ce inseamna ca x = f~ (y) (adica preimaginea elementului y
este elementul x).

DEFINITIE. Fie f: A — B o functie bijectiva. Se numeste functie inversa a functiei f,
functia g: B — A, care asociaza fiecarui element y din B elementul unic x din A astfel incat

fx)=y.

NOTATIE. Pentru functia g utilizam notatia ' (citim “f la minus unu”). O functie f care
are inversa se spune ca este invesabila. Functia f se numeste functie directa, iar ' functie
inversa (a lui f).




OBSERVATII. 1) Sa remarcam ca functia f':B — A exista daca f: A — B este bijectiva.
2) Functia f are ca domeniu de definitie codomeniul functiei directe, iar drept codomeniu,
domeniul de definitie al functiei directe.

3) Daca f este bijectiva, atunci f este bijectiva si avem (f')™ = .

4) Pentru a construi diagrama cu sageti a lui f' , schimbam sensul sagetilor de pe diagrama
cu sageti a lui f. (Se spune ca f actioneaza “invers” decat f.) Schema de “functionare” a
lui fsi f' este redata mai jos.

| !

xeA » B>y

! |

5) Nu conteaza cum se noteaza argumentul lui £ . De aceea, vom prefera pe x in locul lui y.

A




FUNCTIA PUTERE CU EXPONENT NATURAL.

DEFINITIE. Functia f: R — R,f(x) = x", ne N* se numeste functia putere de exponent n

PROPRIETATI.
FUNCTIA| MONOTONIA TABEL PARITATE | BIJECTIVA SIMETRIA
DE VARIETIE GRAFICULUI
f(x)=x*, strict descrescdtoare [x |- 0 o para nu fata de Oy
k e N* pe (-, 0) Vi fx)=1(x)
strict crescatoare | f(x)|© \0 0
pe [0, )
f(x)=x>*"", | strict crescitoare |[x |-0 0 oo impara da fata de O
k e N* J(x) =-f(x)
fx) o 0 oo

TITUINC } IA NADICAL.

DEFINTIE. Functia f: R - R, f(x) = 2+ 1\x, ne N*, se numeste functia radical de ordin
impar. Functia f : [0, ©) — [0, ©0), f(x) = 2\x, ne N*, se numeste functia radical de ordin

par.
PROPRIETATI.
FUNCTIA| MONOTONIA TABEL PARITATE | BIJECTIVA| SIMETRIA
DE VARIETIE GRAFICULUI
fx)= 2"\/x, strict crescatoare x [0 00 nu da nu
n e N* /‘
fx)I0 e
f(x)=2""\x| strict crescatoare X | -0 /4 o0 impara da fata de O
n e N*
f(x) 00
DEFINITIE. Functia f: R — [0, ), fx) = | x| = { X, x>0 senumeste functia modul.
-x, x<0
ROPRIETATI.
MONOTONIA TABEL PARITATE BIJECTIVA SIMETRIA
DE VARIETIE GRAFICULUI
strict descrescatoare x_ |- 0 o) para nu fatda de Oy
pe (—OO, 0]
strict crescatoare fx)| \0 / 00
pe [0, )




FUNCTIA EXPONENTIALA.

DEFINITIE. Fiea>0,a= 1. Functia f : R > (0, ©), f(x) = a", se numeste functia
exponentiala de baza a.

OBSERVATII. !. Baza a este diferitd de 1 pentru ca in caz contrar f(x) = 1* = 1 este

considerata constanta si nu este considerata ca o functie exponentiala.

2. A nu se confunda functia exponentiala f(x) =a", a>0, a # 1 cu functia g(x) = x", V xeR.
Pentru prima functie a este baza puterii a* care este constanta, in timp ce pentru a doua

functie a este exponentul puterii axa care este constant.
GRAFICUL FUNCTIEI EXPONENTIALE.

Graficul functiei exopnentiale se traseaza in doua cazuri:

1. Baza a € (0, 1) (spunem ci baza este subunitari). In acest caz graficul functiei este
situat deasupra axei Ox si intersecteaza axa Oy in (0, 1). Graficul functiei exponentiale
cu baza subunitard este din ce in ce mai apropiat de axele coordonate, cu cat baza este
mai mica.

2. Bazaa> I (spunem ci baza este supraunitari). In acest caz graficul functiei este situat
deasupra axei Ox si intersecteazd axa Oy in (0, 1). Graficul functiei exponentiale cu
baza subunitara este din ce in ce mai apropiat de axele coordonate, cu cat baza este mai
mare.

PROPRIETATI ALE FUNCTIEI EXPONENTIALE.

1) Functia exponentiala face sa-I corespunda sumei a doud numere reale produsul valorilor
corespunzatoare ale functiei, adica: f(x;+x2) = f(x1)f(x2), VX1, X2 €R.

OBSERVATIL f(xi—x2) = f(x1)/ f(x2);  f(ex1) = (f(x1))*

2) Functia exponentiala este bijectiva si deci inversabila.

3) MONOTONIA FUNCTIEI EXPONENTIALE.
Daci a > 0, atunci f(x) = a" este strict crescitoare;
0 <a<1,atunci f(x) = a" este strict descrescitoare.

OBSERVATIE. Pentrua> 1, al<a? o x<x’;,  Pentru0<a<l,a" <a? < x!>x°

SEMNUL FUNCTIEI EXPONENTIALE.
V ae (0, )/ {1}, atunci f(x) =a">0;,
Vv ae (0, 1) si xe(-o0, 0), atunci f(x) =a" € (1,0)
x€(0,00), atunci f(x) =a" € (0, 1)
Va>1si xe(-o,0), atunci f(x) =a* € (0, 1)
x€(0, o), atunci f(x) =a" (1, )

DEFINITIA LOGARITMULUI UNUI NUMAR POZITIV. Fiea>0,a#1six>0. Se
numeste logaritmul numéarului x in baza a, si se noteaza log,x, numarul real y definit prin:
y=log.x & a’ =x.




OBSERVATII. 1. Nu se poate defini logaritmul unui numar real negativ x, deoarece a’ >
0, VyeR.
2. a°®™=x (identitatea logaritmica fundamentala.)

DEFINITIE. Fiea>0,a= 1. Functia g : (0, ©) —» R, definita prin g(x) = log ,x se numeste
functia logaritmica de baza a.

GRAFICUL FUNCTIEI LOGARITMICE.

Graficul functiei logaritmice se traseaza in doud cazuri:

1. Baza a € (0, 1) (spunem ci baza este subunitard). In acest caz graficul functiei
intersecteazd axa Ox in punctele de coordonate (0, 1), care este simetricul, in raport cu
prima bisectoare, punctului (0, 1) in care graficul functiei exponentiale intersecteaza axa
Oy. Graficul functiei logaritmice cu bazd subunitard este din ce In ce mai apropiat de
axele coordonate, cu cat baza este mai mica.

2. Baza a > 1 (spunem cd baza este supraunitari). In acest caz graficul functiei
intersecteaza axa Ox in punctele de coordonate (0, 1), care este simetricul, in raport cu
prima bisectoare, punctului (0, 1) in care graficul functiei exponentiale intersecteaza axa
Oy.

PROPRIETATI ALE FUNCTIEI LOGARITMICE.

1) Functia logaritmica face sa-I corespunda produsului a doud numere reale pozitive suma
valorilor corespunzatoare ale functiei, adica: g(xix;) = g(xq) + g(x2) , Vxy, X2 > 0.

OBSERVATII. g(x; / X2) = g(x1) — g(X2), V X1, X > 0; f(X]a) = af(x1), Vx; > 0.

OBSERVATIE! log,1 =0. Logaritmul lui 1 in orice baza este egal cu 0.

2) Functia logaritmica este inversa functiei exponentiale.

OBSERVATIE. Din faptul ca g este bijectiva avem echivalenta: log,x = log,y < x =y.

MONOTONIA FUNCTIEI LOGARITMICE.
Daca a > 1, atunci g(x) = log,x este strict crescatoare.
0 <a <1, atunci g(x) = log,x este strict descrescatoare.

OBSERVATIE. Pentrua > 1, log.x; <log.x: < X1 <X
Pentru 0 < a< 1, log,x; < log,xs < X1 > X,.

FUNCTIILE TRIGONOMETRICE DIRECTE.

FUNCTIE PERIODICA

DEFINITIE. O functie f : R — R se numeste periodica daca existd un numar real T a.i.
f(x+T)=f(x), Vx eR.

Numarul T # 0 se numeste perioadi a functiei f.

Daca printre numerele nenule pozitive T existd un cel mai mic numar pozitiv T*, atunci acesta se va numi
perioada principala a functiei f.




EXEMPLU. Functiaf:R >R, f(x)=] 1,xeZ este periodica, de perioada
0,xeR-Z principala T* =1

FUNCTIILE SINUS SI COSINUS.

DEFINITIE. Cosinusul lui o (notat cos «) este abscisa punctului M,
adica cos a = X,

OBSERVATII.

cos0=1,sin0=0;cosw/2=0,sinm/2=1;coswt=-1,sin t=0cos ;3n/2=0, sin 3n/2=-1

PROPRIETATI ALE FUNCTIILOR SINUS SI COSINUS.

Pl: -1<sina <1, -1<cosa <1, Va € R.

P2: Formula fundamentali a trigonometriei: sin’a + cos’a =1, Va € R.

P3: Periodicitatea functiilor sin si cos: sin(a + 2km) = sin a, cos(a + 2km) = cos a,
VYoeR,VkeZ (Functiile sin si cos au perioada principald T* = 2m).

P4: Paritatea functiilor sin si cos: Functia sinus este impara, adicd sin(-o) =-sin o, VoeR
Functia cosinus este pard, adicd cos(-a) = cos o, VaeR.

PS: Semnul functiilor sin si cos:

Functia sin cos /
Cadranul KJ K

I + |+

R

il + - / \
11l - - =
v -+ J

NN

P6: Monotonia functiilor sinus si cosinus:
Functia sinus este strict crescatoare pe intervalele [0, w/2], [3w/2. 2m] si strict
descrescatoare pe intervalul (n/2, 31/2). Vom marca acest fapt prin tabelul:

Functia cosinus este strict descrescatoare pe intervalul [0, ] si este strict cresciatoare pe
intervalul [mr, 2t]. Vom marca monotonia acestei functii prin tabelul:




FUNCTIA TANGENTA SI COTANGENTA.

DEFINITIE. Tangenta lui o € R — {(2k + 1)n/2 | ke Z} (notatd tg a) este egald cu raportul
dintre sin a §i cos o, adicd: tg o =sin o/ cos a.

Cotangenta lui o € R — {km |k e Z} (notata ctg o) este egala cu raportul dintre cos a si sin o,
adica: ctg o = cos a /sin a.

PROPRIETATI ALE FUNCTIILOR TANGENTA SI COTANGENTA.

P1: Periodicitatea functiilor tg si ctg: tg(a +kn)=tga, VaeR - {21+ 1)n/2 l1e 7},
ctg(a +kn)=ctga, VaeR - {In |1e 7}
(Functia tg si ctg au periodicitatea principala T* = )

P2: Paritatea functiilor tg si ctg:
Functiile tg si ctg sunt impare, adica: tg(-a) =-tg a, Vo =2k + 1)n/2, k €Z;
ctg(-a) = -ctg o, V a # km, ke Z.

P3: Semnul functiei tg si ctg:

A A

Functia tg | ctg / \\
CadIranul K / K>{ |
o BAY: N

VRN

v
v

v

v

v - -

P4: Monotonia functiilor tg si ctg:Functia tangentd este strict crescitoare pe (-n/2, n/2) si marcim
aceasta 1n tablelul:

X | -1t/2 0 /2
tg x | > __—
Functia cotangenta este strict descrescatoare pe (0, ) si vom indica aceasta prin tabelul:

X | 0 T

ctg X | \ \




FUNCTII TRIGONOMETRICE INVERSE.

FUNCTIA ARCSIN.

NOTATIE. g:[-1, 1] — [-n/2, n/1], g(x) = aresin X. (arsin este inversa functiei sin)

PROPRIETATL
1. Functia arcsin ia cea mai micd valoare -1/2 pentru x = -1 (arcsin(-1) = -1t/2).
2. Functia arcsin ia cea mai mare valoare 1/2 pentru x = 1 (arcsin 1 = 7/2).
3. Functia arcsin nu este periodica.
4. Functia arcsin este impard. Arcsin(-x) = -arcsinx, Vxe R..
5. Monotonia functiei arcsin. Deoarece functia directa

fi[-n/2, m/2] — [-1, 1], f(x) = sin X este strict crescatoare

rezulta ca si functia inversa este la fel.

6.

Semnul functiei arcsin. Daca x € [-1, 0],

atunci arcsin x < 0, iar pentru x € [0, 1],

arcsin x > 0.

FUNCTIA ARCCOS.

NOTATIE. g:[-1, 1] — [0, =], g(x) = arccos X. (arccos este inversa functiei cos)

PROPRIETATL

1.

2
3
4.
5

Functia arccos ia cea mai mica valoare 0 pentru x = 1, deoarece arccos 1 = 0.
Functia arccos ia cea mai mare valoare « pentru x = -1.

Functia arccos nu este periodica.

Functia arccos nu este nici para, nici impara. Are loc relatia:| arccos(-x) = = - arccos X,
vV xe [-1, 1]

Monotonia functiei arccos. Cum functia

directa f : [0, t] — [-1, 1], f(X) = cos X este

strict descrescatoare pe [0, 7] rezulta ca si

inversa g are aceeasi proprietate pe [-1, 1].

6.

Semnul functiei arccos. Daca xe [-1, 1],

FUNCTIA ARCTG.

NOTATIE. g:R — (-n/2, n/2), g(x) = arctg x (arctg este inversa functiei tg)




PROPRIETATL

1. Functia arctg este marginitd, dar nu ia cea mai mica sau cea mai mare valoare.
2. Functia arctg este impara, deoarece arctg(-x) = -arctg X, V x € R.

3. Functia arctg nu este periodica.

4. Monotonia functiei arctg. Functia este

strict crescdtoare pe R

5. Semnul functiei arctg. Dacd x <0,

atunci arctg x < 0, iar daca x > 0,

avem arcth x >0.

FUNCTIA ARCCTG.

NOTATIE. g: R — (0, n), g(x) = arcctg x. (arcctg este invesra functiei ctg)

PROPRIETATL

1. Functia arcctg este marginitd, dar nu ia cea mai micd sau cea mai mare valoare.

2. Functia arcctg nu este nici para nici impara.

Mai precis: | Arcctg(-x) = - arcctg X, Vx € R

3. Functia arcctg nu este periodica.
4. Monotonia functiei arcctg.
Functia are aceiasi monotonie ca

si functia directa. Deci este

strict descrescatoare.

ECUATIILE TRIGONOMETRICE FUNDAMENTALE

sin x = a, admite solutii <> a e[-1;1] si solutia va fi x= (-1)*arcsin a +kr1, V keZ.
cos x=a, admite solutii <> a €[-1;1] si solutia va fi x=* arcos a +2 kr, V keZ.

tg x=a, admite solutii V a€R si solutia va fi x= arctg a + km1, V keZ.

ctg x=a, admite solutii ¥V aeR si solutia va fi x= arcctg a + krr, V keZ.

El ol
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